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Stabilitlt in allgemeinen Regelungssystemen
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. Die Regelungssysteme sind in }dhrér allgeme;nsten orm dadurch;fekenn-

zeichnet dass ihr zeitliches Verhal'l;,en nlﬁ/}anein durch die Anfa?xgsbedingungen,

sonBern zus&tzlich noch durch eiren wil};gklichen Einfluss (der "Steuerfunktion")
bestimmt wird. Im deterministischen Fa.]_l, wo wir also von zufflligen (“stochasti-
schenf') Einfllssen absehen, ist es bei gegebenem Regelué:s:rstem von vornherein
bestinmt ob; ausgehend zur Zeit t  vom Punkt x  des Phasenraumes, es miglich |

1st den Punkt x zur Zeit t vermittels einer zweclkmdssigen Steuerfunktion zu erreichen

oder nicht. Die Menge der Punkte x wo dies m8glich ist, bezeichnen wir mit

| (*) . F(x,tt)

und nennen sie die erreichbare Menge oder, als Funktion ihrer Argumente gedacht,
dde Emichbar&eitsﬁmktion. Klirzlich habe ich darauf hingewiesen dass es in vieler
B!Egicht vorteﬂba.ft 1st, flr die Entwicklung der allgemeinen Theorie der Regelungs-

systeme _von dieser Erreichbarkeitsfunktion auszugehen [5], [6], [7]. Dies entspricht

‘der Dars‘be&lung der dynamischen Systeme durch eine zu (*) analoge Funktlon, WO

Jedoch die erreich'bare Menge auf einen einzigen Punkt zusammenschrumpft.

Der Hauptvorteil 50 einer axiomatischen Darstellung der Theorie liegt

in der Erfaséung bestimmber Begriffs, z.B. der Stabilitdt, in ihrer ganzen Ang’

me:lnhe:l.t. Die vorliegende Arbeit sq,],l zeigen wie all die fe:.neren Abstufungen des

* R,I.A.S., Baltimore Mi., U.S.A. und Universitdt Buenos Aires, Argentinien.
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Stabilitdtsbegriffes (also der gleichmilssigen, fqui-asymptotischen usw, Sta-

bi1itdt) sich von dem bekannten Fall der dynamischen Systeme auf die Regelungse
systeme llbertragen lassen. Man kann diese 'a'bertragung in einer starken und einer
schwachen Form vollziehen, Dabei verstehen wir unter der starken Form einer
gevissen Eigenschaft, im Fall der Regelungssysteme, die Forderung dass alle,
von dem betreffenden Punkt (x 0,1‘.0) ausgehenden Bewegungen x(t), diese gewisse
Eigenschaft besitzen, whhrend die schwache Form darin besteht, dass zumindest
eine Bewegung x(t) existiert, welche von (xo,to) ausgeht und diese Eigenschaft
besitzt. Im folgendem werden die dementsprechenden Definitionen prdzise gegeben.
Die meisten in dieser Arbeit aufgestellten Behauptungen sind sehr
einfach zu beweisen, Wo dies nicht der Fall ist, wird der Ieser auf eine aus-
] flhrlichere Arbeit verwiesen, welche anderswo yerSffentlicht werden wird. Es sei
auch noch bemerkt dass der hier gegebene Begriff der starken Stabilitft schon
von Zubov [9] eingehend behandelt wurde (siehe auch die Darstellung bei

Bhn [2], §35).

II. Definition der allgemeinen Regelungssysteme,

Die Definition der allgemeinen Regelungssysteme, wie wir sie hier
geben werden, geht im wesentlichen auf Barbashin [1] zurlick.

" Wir betrachten als Phasenraum X = {X, ¥, eee} einen vollstindigen,
lokal-kompakten metrischen Raum, zum Beispiel den reellen euklidischen n-dimen-
sionalen Raum. Untermengen von X werden mit grossen Buchstaben (A, B, X, Y, «..)
bezeichnet, Es bedeute |
1) p(x,y) den Abstand der Punkte x und Y.

11) p(x,A) = p(A,x) = inf p(x,y), (Abstand des Punktes x von der Menge A).
yeA

111) g(A,B) = sup p(x,B), ("Abweichung" der Menge A von der Menge B).
x€ A

iv) afA,B) = mx ( B(A,B),B(B,A) ), (Abstand der Mengen A und B in der Eausdorff'-

schen Metrik).,

v) v(A,B) = inf po(x,B) = inf p(x,y).
x€A x €A
Y€ B
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8g(a) = (x| p{x,A) S &}, (e-Ungebung der Menge A).

Die unabhingige Variable t, welche wir als Zeit deuten wollen; kamn

entweder alle reellen (t€R) oder alle nicht-negativen (teR+) Werte annehmen. Im

folgenden schreiben wir meistens teR; es kinnte jedoch ebensogut 'beR+ gesetzt

werden, was wohl mehr physikalischen Sinn bat in Bezug auf die Stabilitdt.

Ein Regelungssystem wird gegeben durch seine Erreichbarkeitsfunktion

F(x ot o,t) , welche folgenden Axiomen geniligen soll:

I. F(x o,to,t) ist eine abgeschlossene nicht-leere Untermenge von X, definiert fiir

Jedes x € X, t,= t.

II. Anfangsbedingung: F(x ,t,t ) = {x)} flr Jedes x e X, t,€R.

III.

Y.

Halbgruppen-Eigenschaft: fir to st s t, 1ist

2
F(x o,1:0,1:2) VF(‘l'tl’ta) .

x, € F(xo,to,tl)

Rlckwirts-Verldngertarkeit: flir jJedes x; € X, t & t,, existiert mindestens

ein x €X sodass x, € F(x »%,t,).

 Stetigkeit in t: zu Jedem x € X, t_ S t,,€ >0, lsst sichein & >0

angeben, so dass aus |t = tll < 5 die Ungleichung
a(F(xo,to,tl) SF(x oot o,t)) <e
folgt.
Halbstetigkeit in (xo,t o) , gleichmdssig in jedem endlichen t-Intervall:
zu Jedem x €X, t St 5,820, 18sst sich ein & >0 angeben, so
dass aus p(x,x ') <8, [t - t '] <8, t) $t3t,, dle Ungleichung
B(F(xo',to"t), F(xo)to’t)) <¢

folgt.
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Es ist nicht besonders schwierig aus diesen Voraussetzungen das Verhalten
abzuleiten, welches vernlnftigerweise von Regelungssystemen zu erwarten ist (siehe
Raxin [5], [6] oder auch Barbashin [1], wo die Axiome im wesentlichen mit den obigen
libereinstimmen),

. Wir gebrauchen noch einige Hilfselemente,

Definition 1: eine Bewegung des Regelungssystems ist eine Funktion u(t),
definiert in irgend einem Inter@ t, sts t, mit ueX, flir welche folgendes
gilt:

aus to s'ro <1'1 s tl
folgt u('rl) € F(u('ro), T Tl).

Die Kurve im Fhasenraum, auf welcher die Bewegung u(t) stattfindet,

nennen wir Trajektorie.

Die Stetigkeit der Bewegung wu(t) folgt aus ihrer Definition und den
A_xicmn I = V1. Es kamn sogar bewiesen werden:

B_g:._g_l_.,: st x, ¢ F(xo,to,tl) s 80 existiert eine Bewegung x = u(t)
des Regelung;systema derart, dass

u(to) =X, ; u(tl) =X.

Wir sagen dann dass u(t) von (xo,to) nach (xl,*bl) geht,

Satz 2: Die Bewegungen ui(t) (1=1,2,3,...) eines Regelungssystems seien
alle definlert im Intervall T = [t ,%,], wnd

1lim ui(to) =x .
1o o

Dann existiert ein Teilfolge u,_k(t) (x =1,2,3,...) welche in [to,tl] gleich-
ndssig gegen eine gewisse Bewegung uo(t) konvergiert.
Der Beweis beider wichtiger Sdtze ist in der oben angefllhrtgen Literatur

zu finden,
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III. Die starke Form der Stabilitdt.

Definition 2: Die Menge A ( X heisst stark positiv invariant in Bezug

auf ein gewisses Regelungssystem, wenn flir jJedes x o € A, to s t, die Relation
Flx ,t,t)C A
gllt. Besteht insbesondere A aus einem einzigen Punkt, so kann man auch von einer

starken Ruhelage sprechen,

-Definition 3: Die stark positiv invariante Menge A(C X beisst stark
stabil wemnn, flir Jedes € >0 und t € R, ein g = s(e‘,to) >0 existiert, so
dass aus p(xo,A) <%, |

F(xo,to,t)c se(A)
flr alle t s t, folgt.

Diese Stabilitdt werden wir auch starke Ljapunov - Stabilitdt nennen.

Der Stabilitdtsbegriff kann nun stufenweise verschirft werden, wie es z.B. Yoshizawe
[8] und Massere [U] flr sethnliqhe dypamische Systeme getan haben. Wir kianen
dementsprechend folgends Stabilitditseigenschaften definieren, welche vir der Ansahl
balber einfach mit Nummern bezeichnen; das "s" hinter der Nummer soll dabei an
"stark" erinnern.

Wir gehen stets von einer stark positiv invarianten Menge A aus, Die
Eigenschaften sind folgende: |
1s) Starke Ljapunov-Stabilitdt nach Definition 3.

28) Die gleiche Definition 3, jedoch mit &(e,t o) = 3(e¢) unabhingig von t,
(gleichmiissige starke Stabilitdi).
3s) Flir jedes t, € R existiert einv ao(to) >0 so dass flir Jede Bewegung u(t)
mit u(t) =x_ e sao(A),
t}’i{: “p(u(t):l‘-) =0
gilt (qumsi-asymptotische starke Stabilitft).
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hs) Flir jedes t, € R existiert ein so(to) >0, so dass aus p(xo, A) <o,

lim B(F(xo,t o,1;), A) = 0
totw

folgt. (Also Eigenschaft (3s), gleichmiissig filr alle von (xo,to) ausgehenden
Bevegungen u(t)).

5s) Eigenschaft (3s) mit 8, umabhingig von X

6s) Eigenschaft(lis) mit 5, unabhiingig von t_.

T8) Flir jJedes t, € R existiert ein 50(1:0) > 0. 8o dass

% ii:' QB(F(Sso(A): to) t): A) =0.

(Also Eigenschaft (4s) gleichmiissig in x, € 8 a)).
()
8s) Eigenschaft (7s) mit 5, wabhingig von to.(Quasi-equi-asymptatische
starke Stabilitdt).

98) Es existiert ein 8, >0 8o dass ‘
lim 8, (A), t, t +7T), A) =0
< _H‘“F(F( B Yo YT Th

gletchnilssig £lir alle ¢, ¢ R (gleichmilasige quasi-equi-asymptotische
starks Stabilitdt).

Es ist ersichtlich, dass man noch mehr Zwischenstufen definieren
k8nnte, was jedoch nur dann interessant wlre, wenn auch wichtige physikalische
Systeme solches Verhalten zeigen.

. Die PBeziehungen zwischen den definierten Elgenschaften ist in Figur 1
veranschaulicht. Was die Bezilehungen der Gruppen l1-2 und 3 bis 9 betrifft,
zeigt folgendes einfache -Beispiel, dass im allgemeinen aus (8s) (und im Falle
teRr' sogar aus (9s)) 51_5113 die Ljapunov-Stabilitdt (1s) folgt, beide Gruppen

also von einander unabhiingig sind.
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Beispiel: Es sei x € R und das Regelungssystem dadurch definiert,
dass wir die Bewegungen u(t) zeichnerisch in Figur 2 darstellen, wodurch sie
genligend verstlndlich gegeben sind. Die Abnahme gegen Null, der Kurvea rechts,
kann g,.B, nach dem Exponential-Gesetz angenommen werden. Man béachte, dass durch
Jeden Punkt mit x = 0 viele Bewegungen hindurchgehen. Die Axiome I bis VI sind
selbsverstdndlich erflillt, wie man leicht nachpriift.

Die Menge A = (x | x <0} 1st positiv stark invariant und erflilit die
Eigenschaft (8s), denn alle Bewegungen streben ja gegen A. Im Fall wo nur Werte
t € R vetrachtet werden, ist sogar (9s) erfilllt. Demnoch ist (1s) nicht erfiillt.

Dieses Beispiel hat den Nachtell, dass A nicht abgeschlossen ist. Es
kann auch gezeigt werden,dass wenn die positiv-stark-invariante Menge A kompakt
ist, (1s) aus (7s) folgt. Der Beweis wird in einer eingehenderen Arbeit gebracht
werden,

Die gewBhnliche starke asymptotische Stabilitdt bedeutet die Vereinigung
der Eigenschaften (1s) + (38); die equi-asymptotische sta.rice Stabilitdt,
~ {18) + (8s) und die gleichmilssige equi-asymptotische starke Stabilitllt, (2s) + (9s).

Bei der asymptotischen starken Stabilitlit ist es auch wichtig das
dazugeh8rige 'Attraktionsgebiet zu bestimmen (vgl. IaSalle [3]), Jedoch wollen

wir hier nicht darauf nfher eingehen.

IV. Die schwache Form der Stabilitit.

Definition 4: Die Menge AC X heisst schwach positiv invariant in

Bezug auf ein gewisses Regelungssystem, wenn flir jedes x s €A, to € R , mindestens
eine Bewegung u(t) existiert, flir welche u(to) =x  und u(t) e A flir
alle t = to. Besteht insbesondere A aus einem einzigen Punkt, s0 kann man auch

von einer schwachen Ruhelage sprechen.
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Satz von Barbashin [1]: notwendig und hinreichend filr die schwache positive
Invarianz der abgeschlossenen Menge A, ist die Bedingung
l‘(xo,to,t) nA / y
flr Jedes x €A, t €R, t 2t .. ( # bedeutet die leere Menge.)

Definition 5: die schwach positiv invariante Menge A ( X heisst
schwach stabil, wemn flir Jedes €->0 und ¢ o€ R,elnd= s(e,t o) > 0 existiert,
so dass aus p(x o,A) < § die Existenz von mindestens einer Bewegung u(t) mit
n(to) =X,

Diese Stabilitdt werden wir such schwache Ljapunov Stabilitdt nennen.

u(t) e Se(A) flir alle ¢ zt, folgt.

Wie im vorigen Abschnitt, geben wir Jetzt die Definition von verschie-
denen Abstufungen des schwachen Stabilitdtsbegriffes, wobei das beigefligte “w"
(vom englischen "weak") sie von den starken Eigenschaften des vorigen Abschnittes
unterscheiden soll.
1w) Schwache Ljapunov Stabilitdt nach Definition 5.
2w) Die gleiche Definition 5, Jedoch mit 3(e, t ) = 8(e) unabhingig von t

| (gleichmiasige schwache Stabilitdt).

3w) Flir jJedes t, € R existiert ein so(to) >0, 8o dass aus _p(xo,A) <8,

lim T(F(ontoit): A) =0
Lt otow

folgt{ y(A,B) = inf ( p(a,b) | a€ A, De B}).

4v) Flir jedes t) € R existlert ein 50(1‘.0) > 0 so dass aus p(xo, d) < 8, die
Existenz von mindestens einer Bewegung u(t) mit

Um p(u(t), A) = 0

o’ t o4
folgt (quasi-asymptotische schwache Stabilitfit).

u(to) =x

S5w) Eigenschaft (3w) mit 5, unabhingig von t .

6w) Eigenschaft (4w) mit 5, unabbidngig von X

Tv) Flir Jedes t_ € R existiert ein 5,(t,) >0 und £lir Jedes € >Oein T = (%t ,e),
so dass aus x, €8 g (A) die Existenz von mindestens einer Bewegung u(t)

o
mit u(to) =x , p(u(t), A) <e flralle t 2 t, + T, folgt.
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8w) Eigenschaft (7w) mit 8, unahhingig von t .
9w) Eigenschaft (8v) mit T(e) unabhingig von Toe

Die Beziehungen zwischen diesen Eigenschaften werden wieder durch
das gleiche Diagramm von Figur 1 dargestellt,

Das in Figur 2 gegebene Beispiel gilt auch fiir den Fall der schwachen
Stabilitdt, Die Menge x # O ist schwach positiv invariant ( x = 0 ist sogar
eine schwache Ruhelage'l); die Eigenmschaft (8w) ist erflillt (bei t 2 0 4st
sogar (9w) erflilit), Jedoch nicht die schwache Ljapunov Stabilitdt (iw). Dies

beweist die Unabhfingigkeit beider Gruppen von Eigenschbaften.des Diagrammes,
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